w 


cS><?3 


-J 8 


É L É M E N S 


DK LA TRIGONOME'T RIE SPHE'ROÏDIQUE 

TIRÉS DE LA METHODE DES PLUS GRANDS 
ET ELUS PETITS. 

IAR M, EU LE R, 


I. 

A yant établi les Elémens de la Trigonométrie Sphérique fur le prin- 
^ cipe des plus grands & plus petits, mon but principal croit de 
fixer un tel principe général, duquel on pût tirer la réfolurion des Tri- 
angles formés non feulement fur une furfr.ee fphérique , mais en gé- 
néral fur une furface quelconque. Puisque les côtés d’un triangle 
fphérique font des ares de grands cercles, qui étant les lignes^ es plus 
courtes, qu’on puiffe tirer fur la furfacc d’une fphère d’un point à un 
autre; c’eït fur le meme pied que j’envHage les côtés d’un triangle 
décrit fur une furface quelconque , de forte qu’ils foient les chemins 
les plus eourrs , qui conduifent d’un angle à un aurre fur cette furface. 
Ainfi concevant trois points fur une furface quelconque, qu’on tire 
de chacun aux autres les lignes les plus courtes, & le triangle fera for- 
mé, dont il s’agît d’enfeigner la réfolurion. 

s. Or je me borne ici aux furfaces fphéroïdiques, qui font for- 
mées parla révolution d’une ellipfe autour d'ail de fes axes, & jeconfî- 
dérerai en particulier les triangles formés fur la furface de la terre par 
des côtés, qui font les plus courts entre leurs termes. Car, foit qu’on 
forme les côtés par des cordes tendues d’un point à l’autre, ou qu’on 
(es tire en fuivam la direction des rayons de lumière , en forte que le 
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plan qui contient deux élémens conrigus quelconques, l’oit parrour 
perpendiculaire à la furface de la Terre, ils repréfenteront le chemin 
le plus court d'un bout à l’autre. C’eft: suffi en effet la méthode 
qu’on fuivroit dans la pratique, s’il faloit tirer la ligne la 'plus courte d’un 
point à un autre fur la furface de la terre ; & quand on parle dans la 
Géographie de la diftance entre deux lieux, on entend toujours le plus 
court chemin qui conduit de l’un àl’aufre. Il fautdonc bicndifHnguer 
ee plus petit chemin, de la loxodromie qu’on fuit dans la navigation, 
6 c qui demande dos recherches particulières. 

3. Soir donc Ali B la dcmi-ellip r e, par la révolution de la- 
quelle autour de l'axe A CB réfulte le fphéroïde de ].i Terre,* ôc po- 
fons le demi-axe CA =CB — & le demi- diamètre de l’équa- 
teur CE “ e. Or la dcmi-ellipfe AEB repréfentera un méridien 
quelconque , <5t quelque point qu’on puifiè concevoir fur la furface 
de la terre, pour en connoitre la fituatïon, il faut confidérer le méri- 
dien qui pafle par ce point, qui foit M : & alors on aura rrois cho- 
fes à déterminer. 1 La diftance de ce point M à l’axe, ou la per- 
pendiculaire MQ^ 2 0 . Sa diftance au plan de l’cquateur mefurée 
par la perpendiculaire MP égale à CQj de 3 0 . La latitude ou l'é- 
lévation du pôle obfervcc dans cet endroit. On voit bien que con- 
noifïant une de ces trois chofes, fi eft aifé de déterminer les deux autres 
par les propriétés de l’cllipfc. Enfuite il conviendra encore de cher- 
cher le rayon oscillateur du méridien an point M, avec la quantité de 
Varc du méridien M A , dont ce point cfi: éloigné du pôle A. 


Soit 


CP = MQj= x, PM- CQ“ 


y—-~V( ee at) donc dy~ 

J e 


y y ôc on aura: 

i i X d X 


cY(ec xx)' 

Qu’on tire maintenant la droite MN perpendiculaire au méridien, 
laquelle marquant la direction de la gravité , l’angle EN M mefu- 
rcra la latitude, ou l’élévation du pôle à l’endroit M. Pofons donc cet 

an- 
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angle ENM ~ $ , qui eft ordinairement le premier élément qu’on 

connoiïïe : 6c ayant la fous — normale P N ~ ~ — x , 

ax es 

PM eV(ee x A') „ 

nous en tirons : tang <p ~ =-r- T — , & partant : 

D PN ax 7 r 

CP-V— e JS° ! l & PM— V-— — î— 

VCmh<P‘ j-eed<P‘y ■ y(>fnî > 2 -f ^ cfcP’^' 

D’où connoiflânt la latitude d’un endroit M, on en déterminera aifc- 
nient fa diftance tant de l’axe de la Terre, que du plan de l’équateur. 
I)e là on pourra auftî alligner la diftance de ce point M au centre de 

_ , n * fin ® cofffi 2 

la Terre C, ou la droite CM “ Y - — : , & l’an- 

aafmQ* — r-tvcof?) 3 

g!e CMN, que cette droite fait avec la direction de la gravité MN, 

car on trouve : 

tg CMN m -TSrr^lfir > & fin CMN ~ ofg_ 

° aaïn<P 2 j-eecï $ 2 V(a i Çn <() 2 ' 

5 . Cherchons au/ïï le rayon osculateur MO, dont J exprès* 
lion pofant , eft MO = - ^x{i~\~ pp )^ . Or ayant 


âx 


il 

àx 

nax 

ety 


cof?) * , d(b 

’ on sura & Jp = -JL, 




& de plus V ( 1 ~hpp) =r ~ , donc ( 1 ~f -ppfî — 


6c partant 


iîntp 

{î^r-ppY _ I 


fin <P 3 ’ 


dp 


d<p fm<p ' 


Mais 


Mais à caufe de xSS 


ee cof P 


V (/7/7fin(P 2 — f— e e cofp 2 ) ’ 
aaee dp fin(£> 


nous aurons : 


(nsi fin P 2 — |— ce co f?> 2 ) * 

Par conféquenr le rayon osculareur fera 

MO — a -^ 7 . 

(/7/7 fin(p 2 — |— et cof(p 2 )^ 

Donc, fi nous prenons fur le même méridien un poinr infinimenr pro- 
che m , dont la latitude foit “ P ~j~ dp, l’élémenr Mm fera un 
arc de cercle décrit du rayon MO, dont la longueur eft 

aaee dP 


Mm ~ 


ÇaafmP* — f- ee cof(£> 2 ) 


,? 
2N* 


6. L’intégrale de cette formule donnera la longueur de l’arc 
elliptique EM, 6c pour en trouver la valeur approchée on n’a qu’à 
merrre fin P 2 “ f — ^cof;(p & cof(p 2 “H~§cof2<p , pour 

a ae e dp 

avoir M m ~ — - — 


3 

! T 


et 


[2 ( a a ~f~ e e ) i( ee ad) cof zP"] 

Car, puisque ee a a efl: extrêmement petit par rapport à an 

«n pofant 

C C “| ■” tt 

zaaeedOYi « - . 

(i-f-tf coup) , 

(aa — et) 1 
dont l’intégrale à caufe de 

( 1 -f- J cof 2 P) — 4 c °f 2 P — {— f 6 cof , fera 

Kk 3 EM 


ee -f- 
Mm “ 

—3 


— 5 y notre formule fe change en 

a a 

zaaeedOYi , , n _r./v \~4 


EM — — — [Hf}»»)»- 

(rta-\-eey : 

exprefiion qui fàrisfair très à peu près, & on pourroit même eneore 
rejet ter les termes nfïèftés par le quarré de S. 


7. On peut suffi fe fervir de la formule différentielle pour dé- 
terminer la grandeur de chaque degré du méridien : on n’aura qu’à 
donner à *'<P la va'cur d’un degré, ou la i 8 o mc partie de 3,141 59265, 
qui efl la longueur de l’arc de 1 8o° le rayon étant pofé ZZ 1. On 
mettra donc ~ 0,01745329-} & <P marquera la latitude au 
milieu de ce degré. Alors la grandeur de ce degré 


inaeedtyVz 
fera zz 

(, an — J— eey 


(1 î $ cof 2$) 


en négligeant les quarrés de J, & cette formule fuffit pour détermi- 
ner à chaque élévation du pôle la grandeur d'un degré du Méridien. 
De là on pourra donc nulfi réciproquement déterminer la grandeur 
des deux demi ■ diamètres de la Terre par la mefure aéluelle de quel- 
ques degrés, en fuppofant que la figure de la Terre foit unfpheroïde 
elliptique. Deux degrés mefurés fcroicnr ftifFifiins pour cet effet, fi 
la mefure étoic exaéie au dernier point : mais, puisqu’une erreur d’une 
féconde en produit une de 1 6 toifes environ dans la grandeur du dc- 
■gré 5 il fera bon d’y employer plufieurs degrés mefurés en avouant 
ù chacun une petite erreur de 32 toifes au moins, pour mertre en- 
fuite d’accord les conclufions. 


. , 2 airee.fyVz 

8. Pornos pour abroger — A , puisque cette 

( a n -1— ee^ 

quantité cft la même pour tous les degrés j êc les mefures d’un degré 
faites au Pérou , au Cap , en F rance 6 c en Laponie nous fourniront 
les quatre équations fuivantes* 

A(f 


A(i Jdcofi 0 ) — 56753 -f-/? Toifes 

A(i 1 ô cof 66° j 3 6*) ZZ 57037 — f-ÿToifes 

A(i |^cofp8°j 46') zz 57074 — f- rToifes 

A(i — ■J^cofi32° ) 40 / ) zz 57438 -f- / Toifes. 

en marquant par p, r, y les erreurs, qui peuvent s erre ghYTées 
dans ces me fur es ; lesquelles peuvent âcre ou pofitives ou négatives ; 
& on les fuppofera aulli pet ires qu’il eft polfible, puisqu’on y a appor- 
te tant de foins , que les erreurs He fanroienr furpafler quelques fccon- 
des, à l'exception de la troifième, dont l’erreur r puurrok bien être 
plus grande que 32 toifes. 

$. Si nous fubfti ruons les valeurs de ces cûfinus, nous aurons, 
les quatre équations fuivantes : 

I. A(i 1 , 49977* 5 J) “ 5^75? ■+■ P 

H. A(i— o, 55>57iit>(0 zz 57037 -h q 

III. A^I -|-o, 22 g 6 l 63 ê) ~ 57074 — f- f 

IV, A(i ij 01 6$ÿ8oS) ZZ 57438 -j- r. 

Gtons lapremiere de chacune des autres pouravoir ccs trois équations ; 

0,51040426 S A ZZ 2 84 — î — ^ p 

1,7283878 JA zz 321 ~\-r—p 
2, 5 163696 $ A zz 685 —}— r P 

& divifanr par la première les deux antres on aura 

321 -f- r — p __ £5 & 48j -h j — p __ 437 

3 84 “h 17 P 34 284 -f- q p i 57 

d’où il s’enfuit : 

3 l P— 6 $f~h 34 r ~ 754^ & 2 8o/>-437^~j- 1 57*“ 1 6563. 

10. Si 


sfls Î64 

1 0. Si nous éliminons p de ces deux équations il en réfulrera 

— iy°?-h 307 r — 1 57 s — 5*594 
d’où nous voyons que les erreurs de la mefure au Cap & en Laponie 
doivent être fuppofées négatives, tandis que celle de France eft poli- 
rive. Si Ton vouloir fuppofer ces trois erreurs égales, chacune de- 
viendroit de 84 toiles , qui feroit trop exorbitante, pour qu’on la pût 
concilier avec l’extrême exactitude, dont la fécondé &quatrièmedeces 
opérations ont été faites. Mais on ne fauroit plus douter, qu’il ne fe 
foit glifle une erreur afles con,.dérab!e dans la détermination du degré 
en France, & qui pourroit bien monter à 100 toifes ôc au delà ; ôc 
fi nous voulions fuppofer entièrement julies les mefures du Cap & de 
de Laponie , ou q ZZ o & î HZ 0 , nous trouverions l’erreur du 
degré en France 168 toifes ; ou on fe feroit trompé de \o u 
dans les Obfervations celeftes. Or, fi nous fuppofions r ZZ roo toi- 
fes & s g . on trouveroit q ~ s ZZ — 6 8 toifes ; or on ne fauroit 

admettre une erreur fi grande. Pofons donc r ZZ 120, & on aura 
q~s'Zl —48 toifes ; qu’on fauroit à peine admettre : mais pofanr 
?■ ZZ 125 on obtiendra q ~ s~ — 43 toiles. 

11. Puisqu’il faut donc abfolumcnt reconnoitre des erreurs 
dans ces mefures de degrés ; 6c la plus grande dans celle du degré 
de France, qu’on ne fauroit fuppofer audefious de 12 y Toifes, pofons 
r ZZ 1 2 y , 6c nous aurons ; 

— ijoÿ— 1 57 rZI 13219, donc à peu près ÿ-f-r”— 8 6 Toifes. 
Avant que de décider féparemenr fur l’une & l’autre des -erreurs 
confidérons, quelle en réfulte pour p > de cette égalité : 

3 *p $5 , ou p — 106 f -f- î y r g- q . 

Si l’on fuppofe que />Zlo, on trouve q~ZZ—$\ ôtparrant s — — ar. 
mais fi l’on fuppofe onrrouve <7 ZZ— a?£ départant s — —424 ; 

d’où l'on voit que fi nous voulions fuppoier l’erreur du degré du Pé- 
rou plus grande, nous ferions obligés d’attribuer à celui de Laponie 

une 


une plus grande. Donc, à moins que la figure de la Terre ne différé 
confîdérablemenr d’un fphéroïde elliptique , il femble qu’on doive ad- 
mettre les erreurs fuivanres : 

p 1 5 toifes j g -43toifes: r~j- 12 5 toifes & s — 43 toifes. 


12. Cela pofé, les véritables grandeurs de nos quatre degrés 


feront : 

Celui duPérou ZZ $6763 Toifes 

Celui du Cap ZZ 56334 Toifes 

Celui de la France ZZ 57199 Toifes 
Celui de la Laponie “ 57395 Toifes 


Latitude du milieu 
<pZZ o°, 30' 
<t>~ 33 °) * 8 ' 
Ç)~ 43 °j 2 3 ' 
@ ZZ 66°, 20 * 


& ayant fait ces corrcélions , la figure de la Terre deviendra réducti- 
ble à une fphéroïde elliptique , qu’on pourra déterminer par deux 
quelconques de ce s quatre degrés meiùrés. ChoifilTons donc le pre- 
mier & le dernier, qui donnent : 

A ( 1 1,49977^55) ZZ 5 £768 Toifes 

A ( 1 -f- 1,01658905') — 57395 Toifes, 


d’où l’on tire : 


1 1, 01 6598°^ 

j , — - 1 , 43977 ! 5 $ 


& partant 

567 68 


14378 9<? — 6*7 donc â ZZ 0,00436055 

En fuite 


ce (ut 

€ C " | - (Ut 


— zz 1,0087593 & — zz 1,00437. 

an 1 '0 a 

Donc le diamètre de lequateur fera à Taxe de la Terre comme 2 30 à 2 29, 
ce qui eft précifément le rapport que Newton a établi j d’où l’on peut 
conclure que les hypothefes , que ce grand Géomètre a faites fur la 
ilrufture & l’attraétion de la Terre, font d’accord avec la vérité. 

Mm. à* Tuiit. IX, L 1 


1 3 * 


I j. Ayant trouvé la valeur de Æ, nous en tirerons d’abord 

1/UIff Y 2 

A ZZ 5 7142 HT j ’ 0,01745325 

(/ru-f-rr) 4 


Ur potons 


l7 J €F __ rp +r 

donc r 1157526 Ton«$, 

\an-\-ee ) 1 

g 

— ~ tangw, de forte qcre wZZ4î°, 7 ; , 30* * 6c 


nous aurons : « fît; w 2 cof w ZT 1157526, d*où nous tirons: 

le demi-axe de la Terre a ZI 3266852 Toifes 

le demi-diamerre de l’équateur e ZI 3281168 Toifes- 


Or Netetotij quoiqu’il ait établi le même rapport'entre Taxe 6 c le diamè- 
tre de l’équateur, donne au demi-axe 32621 66 toifes, & au demi - dia- 
mètre de féquateur 3276433 roifes. La raifon de cette différence cft, 
que j’ai fuppofé ici le degré mefuré en France plus grand que Newton. 
Maintenanr ayant découvert la véritable grandeur de l’axe 6 c du diamètre 
de la terre , on pourra à chaque élévarion du pôle déterminer la gran- 
deur du degré du méridien. Car, pofant tp pour la laricude au milieu 
du degré, la grandeur de ee degré fera. 

57142 ( I — O, 00654082 cof 2 <P) 


14 Je remarque ici encore, que fi l’on ometroit entièrement 
le degré de Frauce, les trois autres feroient admirablement bien d’ac- 
cord enrr’cux; on n’auroir qu’à fuppofer à chacun une erreur de 15 
toifes, ■ dont les degrés da Pérou & de Laponie devr oient être aug- 
mentés, ou celui du Cap diminué. De là réfulteroit une plus glande 
différence entre Taxe 6 c le diamètre de l’Equateur, tout comme on a dé- 
jà remarque avant que lesjjmefures au Cap ayant été connues. Mais 
alors, fuppofanr 7?“ 15, ÿ“— 15 & xm 15 on trouveroit ? — 1 65 
toifes, dont le degré de France devrait être augmenté; dans ce cas la 


correCtion a faire fur le degré de Laponie devroit' être pofitive, au 
lieu que je l’ai fuppofée négative cy-devanr; ce qui eft une marque 
bien feurc de la jufteflè de oette mefure. Or, foit qu’on rejette la me- 
fure du degré de France ou non , il faut toujours fiippofer y négatif, 
d’où Ton doit conclure, que le degré mcfurc au Cap cft marqué rrop 
grand. On voir au/H que ia mefure faite à Quito eft: très jufte, àc 
qu’on ne lui fauroir fuppofer une erreur plus grande que de 20 roifes, 
de quelque manière qu’on fe prenne pour mettre d’accord ces quatre 
mefures. Pour le degré mefure en Laponie, il faut au (fi remarquer 
qu’on y a négligé la réfraCtion des étoiles près du zénith, dont on a 
tenu compte dans les autres mefures. Or, fi l’on y apporte cette pe- 
tite correction , on.trouvc que le degré de Laponie fe réduit de 
57438 à 57422 toifes; ce qui s’approche d’avantage de la correction 
precedente, où j’ai fuppofe ce degré de 573515 toifes ; de l’erreur ne 
feroit que de 27 toifes, au lieu de 43. 


1 5. Cependant je ne détermine rien de précis fur la figuré de 
la terre , puisqu’on a encore lieu de douter , fi on la peut regarder 
comme un fpheroïde elliptique parfait, dont les deux moitiés de part 
& d’autre de l’équateur foient égales & femblables: quoique, quel- 
qu’autre hypothefe qu’on fa (Te, on fuit obligé de reeonnoitre quelques 
petites erreurs dans les Obfervations, & furrout dans celle de France. 
Mes recherches rouleront fur la furface d’un fpheroïde elliptique parfait 
en général, dont le demi-axe foit “ /r, & le demi- diamètre de l’équa- 
reur HZ e , entre lesquels je fuppoferni la différence fort petite, Or, 
pour abréger les formules trouvées cy ( - deffus, je poferai : 

e e an . _ 2 a a e eV z 

rz 0 & r ~ c 


e e 


a a 


Çüü — |— e c) f 

où il fjffit de rémarquer, que fi l’on en veut faire l’application à la Ter- 
re, les valeurs de ecs deux lettres feront affés exactement. 

$ ZZ o, 0043605 5 6c c ” 3273^80 toifes. 

L1 2 


Alors 


é/h 

‘béP 


SjS 3 


2^8 


u _ fJ P 
M m “ 


Alors ce que j’ai trouvé fe réduit à 

6 c en intégrant par approximation. 


( 1 — j - ê cof 2 <P) T 

EM = c Ç(i-+- ^ ^fin 4 ?>). 

XVI. Je regarde ici comme connue la latitude du point M, ou. 
l’angle ENM, que je nomme HZ CP : 6t. de là on trouve le plus aifé- 
ment la longueur de l’arc E M : d’où l’on voit que pofanr <P — 90 
ou (P ~ 4 TT, pofant & pour le nombre g, 141 5526 j 6tc. le quart de 
Pellipfe fera EMA rz 1 s* ( 1 — {■£ SS^c. Knfuicc en employant 
ces abbréviations on aura le rayon ofculateur du Méridien au point M 
c 

ou M O ~ -. Parla meme latitude du point M 


A 


é I " (T cof 2 

rz <p, on connoirra aulfi d’abord fa di fiance M Q^~ CP à l’axe, ayant 


CP 3 


M O aa 
eeYz 


ZZ — cof<p 3 , 6c partant CP~ 
cof CP 


cof(p 


ÿCe* 


y(l -J- $ cof 2 <p) v a a 

r-77 . —7-, — ■ — . — r—=r . , & de même PM r CQ “ 

Y{aa~Jfee) Y(l-\- Jcofeîp)’ 

naY 2 fin <P 

—TT — . — ; — r~*T~5Tt • Or pour la Terre nous venons 

Y (an- f-fc) Y(î -J-ocof2 (P) r 

f 2 30 

de trouver — ~ ; 6c a ~Z 1 3266892 toifes 6c e aagt t6s 

a 229 J 

toifes. Ou, en employant les feules lettres J 6c c, on a a - 


Xii$)Y(i-ôy 

o- f ; v(1 -p -y dmcCP = M< ^r?- nriW) 

fin (P 


& PM~ CQ — t—,. ~ /7 


1 -Y à Y( ï £ cof 2 p) ' 


PRO- 


PROBLEME I. 

1 7. Ayant obfervé f élévation du pôle en deux lieux M £r’ M' 
fitiiês fous le même méridien , déterminer la grandeur de Varc du mé- 
ridien MAE compris entre ces deux lieux * 


solution. 

Soir 1 élévation du pôle enM, & en M/ : 5 c puisque cet 
deux lieux font fitués fous le meme méridien , il eft évident que l'arc 
du méridien MM' compris entrieux eft le chemin le plus court, qui 
mène d’un lieu à l’autre. Donc, introduifant les lettres c Ôc$ } qui dé- 
terminent l’efpece & la grandeur du Sphéroïde elliptique , la grandeur 
de l’arc M M' fera exprimée en forte 

AfM ; ~r( ( 1 -|- f £ SS) | <î(fi ne ip -, fin 2 Ç>) -}— f f (îÆffin^- - fin.4 (f) _) 

en négligeant les termes affrétés par le cube & les plus hautes pui (Tan- 
ces de S. Mais en tour cas il feroitaife de pouffer l’approximation plus 
loin, & meme à l’infini. On pourra aufïï a/Iîgner laiîruation de cha- 
que endroit par rapport à Taxe & à i équateur, & celaexaétement fans 
approximation; car on aura 


CQj= 


c fin Ç> 

( 1 — l — 1 — 1~ ^ coLi <^>3 ’ 


c cof 

( I - $)V{ I — ] — efcof2 


co'— f fin ^ ■ o' w — _L C0 Lt 

(t — (~ J) V , (i~ H dcofaip) * (î-Æjf'Xl— j J-tLofrip) 

<St outre cela les rayons ofculatcurs feront 

en M “ - & en AI' “ 

fl— f-Æcofa £)) T (l— c of- 4')^ 

& ces déterminations renferment tout ce qu’on peut demander par rap- 
port â ces deux lieux. 

L1 3 


SCHO- 


^ S C H 0 L I £v 

I J. f^ne propofe de confidérer deux points quelconques fur 
la furface de la Terre, en cherchant tant leur di fiance enrr’eux, que 
leur fituation par rapport au Méridien. Or le cas le plus fimple eft, 
lorsque ces deux points font iirués fous le même Méridien , par lequel 
j’ai commencé mes recherches, puisqu’il eft évident que l’arc du Mé- 
ridien compris entre ces deux points eft en même tems le chemin le 
plus court, qui conduit de l’un à l’autre. Mais, lorsque les deux 
points ne font pas au meme Méridien, il faut employer la méthode 
des plus grands 6c plus petits pour déterminer le chemin le plus court 
enrr’eux : 6c j’entreprendrai cette recherche dans le problème fuivant. 

PROBLEME II. 

I^. Connoijfant la Latitude de deux faux L 6c M avec leur dif- 
férence en Longitude , trouver le chemin le plus court fur la furface de 
la Terre LM, qui mène de P un à T autre. 

s 0 l u T 1 o K. 

Qu'on mène par l’un 6c l’autre de ccs points L 6c M les Mérî ' 
diens ALE 6c AMR, 6c l’angle que ccs deux Méridiens forment au 
pôle A mefurcra la différence en longitude, laquelle étant donnée 
pofons 

la différence en Longitude ou l’angle L AM n w 
la Latitude du Lieu L : — X 

6c la Latitude du Lieu M “ (p 

ce qui (ont les trois quantités données outre la grandeur 6c la figure de 
la Terre. Soir maintenant M ligne L M le chemin le plus court enrre 
les points L 6c M, 6c qu’on la prolonge infiniment peu en m fuivant 
fa dircéVicn en m ; qu’on mène par ce point m le Méridien infiniment 
proche A mr 7 fur lequel on prenne A /x ~ AM, de forte que la Lati- 
tude 


H *71 



tude en p foie la meme qu’en M , favoir “tp^, & la I,arirude en m 
fera ~ <P *4- d (P, donc l’élément du Méridien entre m 5 c y fera 
a d(b 

m y, ~ <De plus on aura l’angle élémentaire 

( I — |— $ cof i(py 

MA (â ~ d oj , qui cft égal à l’angle, que les lignes perpendiculaires 
tirées des points M & y à Taxe de la Terre comprendront enrr’elles. 
Or ces lignes perpendiculaires repréfentées dans la première figure par 

M Qjont = ~r ^- ( d ’° ù Tm tirc Klfr 

ment Mp= ye T + T'crf g <p ) ; & 1 

du chemin L M fera 

dp 2 dw 2 c'oftp 1 \ 

X I — f— d cof 2 (p ) 3 (1 (fi — j— cT cof 2 <p )./ 

dont l’intégrale doit erre un plus petit. Pofons d(fi~pd(x) pour 
rendre un minimum cette formule intégrale 

cof $>* 


M m 


= ' V ((T 




PP 


C t — j — <îcof2.(p_) 3 (i J) 2 (l-}-<îcof2®) 


) 


■ . y pp . cof® 2 N 

Po ons J cof 2CP) 3 (i iy (l-f-Jcof2(p)^ 9 

& j’ai démontré que fi le différentiel de V eft exprimé en forte dV ZZ 
M du> — j— N d(p -f- P dp , l’équation qui renferme le minimum eft 

dP 

exprimée en forte N — — — , ou puisque dans ce cas M— 0, 
cette équation fe réduit à cette forme : V — *P p ~ ConXt, 


Or 


Oi la différentiation de V nous donne 


P = 
VV — 


(H-îcof2î)) 3 V # 

p p cof <p 


d’où nous tirons 


V 


(l -|-Æcof2(p ) 3 (i— — Cl — I — <î'cof2(p j ) a 

& partant prenant les quarrés, notre équation deviendra 
aacofp 4 pp cof tp 1 


(l“^) 4 (l-H^of2(p) 2 (i-H tT cof2 (J) ) 3 (i-Æ) 2 

donc l’élément du chemin le plus court MkiZ * c d oj cof (p 


â$ 


(l-f-Jcofep;) 3 


(i— S) 2 (i -f Æcof2(p) 

Or mettant pour v fa va’cur nous aurons 
r r d to 

j^w a co f(p a (aacofip 1 (i-ft) 2 (lH~&°f2(p)) . âp\ 

( i cT) 4 ( i H-icol 2(p) 2 

d’où nous tirons: 

,00=. H=*rj* 

( i -j- Æ cof ipY cof(p V(a a cof$ 2 — (i-J) 2 (î-f S-ofop) ) 

v - £ 

(i -j-^cof 2 (p)^V(aacof(p 2 * — (i-J 1 ) 2 (r -l-Æcof2<p)) 

Mais, avant que d’intégrer ces formules, on en peut déjà déterminer 
l’angle A Al m, que fait l’are LM avec le Méridien AM, car on aura 

fin AM jh = "fi = Cl 

Mm a cof (p 

D’où pofant (P~K on aura l’angle ALM, de forte que 

^ 4IU (i <ï) y(l -h $ cof 2 K) 

fin ALM z — -, r— . 

a col K 


Pofons 


Pofons cet angîeALM”^ pour l'introduire dans le calcul au lieu 
de la conftanre a, & nous aurons 

(l-$) VCl-Mcofi*) 


a 


lin ^ coi K 
Cette valeur étant fubflirtiée donne 

fin^cofA.V( I — f— Æcofe (p) 

fin AMm — " co f (f) y"(T+^cdT K) 


& 


d (j) — 


M m “ 


( I — $ ) d (p fin £ cof K 


( I -J- <f cof 2 p ) T cfÇ) V'(cf<P 2 ( I i <Te f 2 K} -fn^ 1 * c fX 2 ( i -J $ j f 2 0) ) 
c d (p cof (p V(i -t~<T cofîA.) 


(i — h<Tcof2(£>)^ V'Ccof^ 2 ( i -f <T;f2\)-fn^ * cf\ 2 ( i f tTcfs 0)) 

Pour intégrer ces formules, il en faut féparer les particules, qui dé- 
pendent de la perire fraftion <T, <?c quand on néglige les termes, qui 
renfermeroient le quarre, ou plus hautes puifiânees de<f, on aura 

dÿûn ç?cof\ $d0 fin g cof ?ecof(£) ^©fn^cf^cfA. 3 ^ 

d^cf^-lin^ci*.’) - V(cf<p- -fl* ■ <*•; " (cr!p , _ lîn 

dont l'intégrale fe trouve comme il fuit : 

fin ? cof A. fin® jtr ^ r-i j r finjp 

w = Afm ' coripni-i'"? 7 ™ 7 ^ ^’vcR^cixo 

Jiïn^cof^cofVfin® , r onft 

cof A. 1 ) VCcof^-fin^cof^)^ 

Üù la confiance fe doit déterminer en forte, quepofam(p“M’angle ou, 
ou la différence en longitude évanouïfle. 
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Par conféquenr on aura : 

fin £ cof K fin - fin g fin 7s. 

W ^ in ‘ cof(py(l-Iin^ 2 cof\*) y(i-fin^ 2 cof^ 2 ) 

“ Afn ‘ ÿfTTfn^ 2 cf\ 2 ) ~ JrÔ i^ c{ X Àfn 

(îfin^cof^ 2 cof\) 3 fin (p $ fin £ cof<J* fin K cof A. 2 

^(t-fn^cf\ £ )V(c%) 2 -fn^J\ 2 ) i -fin^ 2 uoi'L 2 

Opérons de la même maniéré pour trouver la longueur du chemin 
LM, de puisque nous aurons 


câ0 fin (f) 


M tn 




V(cf(J) 2 "fn^ a cfL 2 )‘ 
l’intégrale avec la jufte confiante fe trouvera : 


rn^ 2 cf^ 2 cfMN 

cf^-fn^cfVV 


L M 

fin (ft 


e(i ■ { An £ 2 cf\ 2 ^ T n ^ c f K 2 ) ■<i-|^ 2 cfL tt )Afii^^ ï 

— t (îefin 0 V(cof(p 3 — fin^ 2 cof\ 2 ) -+- | Jccof^finLcofL 
Jcfin^ 2 cof^ 2 cofL* fin £> (fcrfn^cfif fnLcfL 3 


(i-fn^ 2 cofL 2 )y(cf(î) 2 -fn^ 2 cof\ 2 ) i — fiin^ 2 cof\ 2 


Ain fi connoiffant les deux élévations de pôle K de Ç) en L de M , avec 
l’angle ALM=^, que fait la route LM avec le méridien en L, on 
pourra déterminer tanr 1 angle AMra, que la route fait en M avec la 
'méridienne , que la différence en longitude, ou l’angle LA M, delà Ion- 
gueur de la route même LM. 


c o R o L l. ï, 

20 . Si nous introduirons auflï l’angle A M m ~ d , 
* fin £ cofL V(i -f- £ cof 2 0) 

gM0 K(i-yé'eof2A.) 


nous aurons 

& 


& cette valeur a lieu en généra] , puisqu'aucune approximation n’eff 
encore employée. Mais, fi l’on en veut faire ufage, on aura 

fin fi — Cl — \&coÏ2 \—f- ^ Æcofa <p) ou bic* 

fin fl— (i-fcofMH-Jcof©*) 

col (p ^ 

COROLl. 2 . 

2 1 . Pour abréger le calcul des quantités approchées de ou & de 
LM, on peur chercher un angle a qui foit: 


a " A fin 


fin g cof \ fin <p 


cofjjV (i — iing 2 co(\ z ) 
& alors on obtiendra 


~ fz~,x — A fin 


fin g fin K 


Y (i— ling' a cof\ 2 ) 


«=«-W„<?col\Afh> . 

b fin ^ V(cof(p*-rn^ a cof\») 

LM=r(,-ii(!n^co(X’)Afin 

fin £ Y (cof<p*-fin^ 3 col>. a ) 
— i $c fin CD Y (coftp* — fin ^ cof\ 2 ) -f-f, Æccofif fin K cof\. 


COROLL, 3. 

22. S’il éroirJ— 0, on tireroir de cesformules foutes les régies 

connues de la Trigonométrie Sphérique ; mais ayant déjà amplemenr 
traité ce fujet, je ne m’y arrêterai point. Cependant on remarquera 
que les trois élémens & p étant donnés, on en peur déterminer 
le quatrième fl fans intégration & approximation , tandis que les deux 
derniers « & LM ne fçauroient être alïïgnés (ans ces fubfides. 

S'CHOUÏ. 

23. Voüà donc les formules, qui renferment en général les 
principes de la Trigonométrie Sphéroïdique, ayant trouvé la réfol u- 

M m 2 riofl 


tion du triangle LAM, Car, quoique je fuppofe ün de fes angles au 
pôle A, c’eft une limirarion que la nature du problème femblc abfolu- 
ment exiger; & fi aucun des rrois angles ne tomboir dans l’un des pô- 
les, il faudrait tirer par chacun des méridiens, & réduire par là le cas 
à la réfolution de deux ou trois tels triangles, que je viens de confidc- 
Ter. Puisqu’une fur fa ce fpheroïdique ne s’eft pas femblable par tour, 
pour fixer la fituation d’un point quelconque, il en faut favoir fon lieu 
par rapport aux poies du fpheroïde, qui fe détermine le plus commo- 
dément par la latitude ou l’élévation du poie: ôc c’eft dans cette vue, 
que pour les points L & M j’ai introduit dans le calcul les angles A. & <p, 
qui en marquent les latitudes. Or de là on eft en crar d’affigner les 
arcs des méridiens mèmesAL & AM, qui donnent les diftanccs abfo- 
lues de ces points au pôle A. Cependant ces diftances n’influënr pas 
immédiatement fur la folution du problème, & il fuffi: de connoirre les 
latitudes des points. Enfuitepour les côtés, ou les lignes lesplus cour- 
tes qu’on peut tirer d’un pointa un autre quelconque, la principale 
détermination, à laquelle il faut réfléchir, eft l’ang’c qu’une telle ligne 
fait avec les méridiens. Par ces raifons ayant deux points quelconques 
L & M fur une furface fpheroïdique, pour chercher le chemin le plus 
court LM qui mène de l’un à l’autre , il faut d’abord avoir égard à la 
latitude de chacun de ces .deux points, comme dans le calcul précédent 
l’angle K marque celle du point L, & <p celle du point M. 
après avoir tiré par les points L & M les méridiens AL & A M , il s’a- 
git de favoir premièrement l’angle L A M ~ to , qui manque la diffé- 
rence en longitude des deux lieux propofés L & M, & enfuire les an- 
gles ALM “ & AMmzz 6, que la route la pins courre fait avec 

les méridiens en L & M. Er enfin on aura à déterminer la longueur 
même du chemin le plus court LM, de forre que nous ayons en rout 
à confidérer fix élémens K, <p, % w, & LM, qui ont, comme dans 

la Trigonométrie ordinaire un telrapporr enrr’eux, qu’en connoiffanc 
rrois., on puifïc dérerminer les trois autres. Dans la folution que 
je viens de donner, j ai confédéré les trois élémens K } -p, & £, comme 

donnés, 



& »77 & 

donnés, desquels on trouve nifémcnt le quatrième 8, par l’équation 

c fl fing’colL V (i H-^cof2^i) j r , r , . t . 

fin 8 — 2 — p- r? — - — « — r~~ , de forte que la folutton feroit 

cof(p y(iH-ycof2\) ^ 

toujours la même , quelques autres trois de ces quatre élémens K } (p, 
&0, fuflenr donnés, puisque le quatrième enferoit d’abord connu. 
Mais il n’en eft pas de même, fi l’un des deux autres ûj, & LM, fe trou- 
voit parmi les connues; car puisque les formules, qui expriment les 
valeurs de w & LM font fi compliquées, & qu’elles n’ont lieu que lors- 
que la fraétion ê eft extrêmement perite, on n’en fauroir éliminer les 
élémens inconnus- Cependant dans le cas ou ê eft extrêmement pe- 
tite, on nauroir qu’à regarder le problème comme de la Trigonomé- 
trie ordinaire, & enfuite chercher les corrections, qui réfultent de IV 
berration de la figure fphèrique, par la méthode ordinaire des appro- 
ximations. Mais ilfcmble que l’évolution d’un tel cas ne fera presque 
jamais néceflaire , vu qu’on peur fuppofer que tant les latitudes des 
points L ôt M , que les angles g* & é que la ligne tirée LM fait avec 
les méridiens en L 6c M, foient connus étant déterminables par les 
opérations les plus aifées. Or le plus grand avantage , qn’on puifle 
tirer de cette folutioo , eft fans doute une nouvelle méthode, qu’elle 
fournit pour découvrir la véritable ellipticité de la figure de la terre, ou 
le rapport entre fon axe & le diamètre de fon équateur: dt cela fe pour- 
ra exécuter, fins qu’on ait befoin de mefurer actuellement quelque 
ligne, qu’on aura tirée fur la furfâce de la terre ; ce que je m’en vais ex- 
pliquer plus amplement dans le problème fuivant. 

PROBLEME III. 

24- Déterminer ïe rapport du diamètre de F équateur à Fax * 
de la terre fans ïe fecours des mefures aEïueîïes de quelques degrés 
de méridien , par une maniéré qui fe puijfe exécuter dans une feule 
contrée de U terre. 
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SOLUTION. 


Pour connoitre la figure de la Terre , on a regardé jusqu’ici com- 
me le feul moyen , de mefurer fous des latitudes fort differentes la 
grandeur d’un degré du méridien; afin que de leur inégalité on pût 
conclure celle qui fe trouve entre Taxe de la Terre & le diamètre de fon 
équateur. Mais la méthode que je m’en vai propofer ici, ne deman- 
de que des opérations, qu’on peut faire dans une contrée affes bornée, 
ou dans un pays d’une étendue médiocre, & cela fans qu’on ait befoin 
de mefurer géométriquement quelque ligne tirée fur la furface de la 
Terre. Suppnfons donc que le point L fe trouve à un bout d’une 
grande plaine, & d’abord il faut qu’on y obferve la hauteur du pole^ 
& qu'on y tire avec la derniere précifion la" ligne méridienne. Pour 
l’élévation abfoluë du pôle, il fuffit qu’on la fâche à une minute près; 
mais il eft nécefiàire , qu’on y obferve très exactement la di fiance de 
quelques étoiles fixes au zénith au teins de leur culminafion. Soit donc 
K la hauteur du pôle au point L. Qu’on parte enfuite du point L fé- 
lon une route, qui faffe un angle oblique avec la méridienne, mais 
qu’on mefure le plus exactement qu’il eft poftïble cet angle, que fait 
le commencement de la route avec la méridienne en L. Qu’on pour* 
fuive après la même route, en fixant perpendiculairement des piques 
en forte qu’elles paroifTent toutes difpofées en ligne droite; & qu’on 
continué cette ligne, qui femblera droite, aufiï loin que le terrain le 
permettra, ayant toujours en vue que la route ainfi décrire convienne 
avec celle que fur m croit une corde tendue fur la Terre. Il feroitbon, 
qu’on pût pouffer cette opération par une étendue de plüfieurs milles 
d’Allemagne. De cette maniéré on fera affeuré avoir tracé la ligne la 
plus courte fur la furface de k Terre, & on n’aura pas befoin d’en 
mefurer la longueur. Soit donc ^l’angle que fait cette route en Lavée 
la Méridienne ; & ayant pourfuivi cetre roure fort loin jusqu’en M, 
qu’on y obferve le plus foigneufément les diftances des mômes étoiles 
fixes au zénith deM à leur paffsge par le Méridien, afin qu’on en puiffe 

. exaéle- 


exactement conclure la différence des latitudes en L & M, ce qui fe 
pourra faire à quelques fécondés près ; foit donc (fi l’élévation du Pôle 
en M, & quoique fa quantité abfoluë ne foit peut-être pas exaCte au 
dernier degré , que du moins la différence entre A. & ^ le foit autant 
qu’il eft poflible. Enfin, on doit auflï tirer en M la méridienne , & 
mefurer l’angle AM w, que fait m ec elle la conrinuation de la même 
route LM, & on nommera cet angle ” Ô : ce font coures les opéra- 
tions qu’on aura à faire pour déterminer le rapport entre le demi-axe 


ZZ(t & le demi- diamètre de l'équateur Car pofant 


ee 


an 




, r rta i S a 2 — tf , e 

de iorte que — “ — ; — p ot — ” = a peu près, ou— 

ee 1 — 1 — 0 e 2~j-â r r a 

I — nous n’aurons qu’à réfoudre cette équation : 

fin ê cof(J> V(i -f- S cof 2 K) ~ fin g cofA. V(i — |— cof 2 

d’où les quatre angles A-, £ & Ô étant donnés on tire 

k fin g * 2 cof A . 2 finÔ 2 cof(J > 2 

lin Ô 2 cof(j > 2 cofz A. ' fin ^ 2 cof A . 2 cof 2 Ç) 


«u 


& partant : 

e e fin£ 2 cofA. 2 fin(J> 2 finÔ 3 cof{J) z finA. 2 

aa ~~~ finÔ 2 cof(£> 2 cofA. 2 finç^ 1 cofA. 2 cof0 2 

fin cof A. 2 — — finô 2 cof0 2 


bien : — ” 

aa 


1 -h 


cofA . 2 cof £> 2 (fin 6 2 fin^ 2 ) 

Ayant donc exactement obférvé & mefuré les quatre angles A-, <p, 
ék Ô, on en pourra conclure le rapport entre l’axe de la Terre & le 
diamètre de fon équateur, par le moyen de cette formule que je viens 
de découvrir ; fur laquelle il faut remarquer, qu’elle eftexa&e, âc ne 
demande aucune approximation , à laquelle il faut nét eflàiremenr re- 
courir en employant la méthode ordinaire. Mais , pour rendre cette 
•onclufion d’autant plusfeure, il faut choifir une telle contrée fur la 

Terre 


Terre, & une telle dire&ion de la route qu’on tracé, que de petites 
erreurs commifes dans la mefure des angles influent le moins qu’il fuit 
poffible fur la concluflon. Or il elt évident que, plus te dénominateur 

cof K 2 ■ cof(J) 2 . (fin 6 2 fin ) fera grand, plus auffi deviendra 

grand le numérateur, ou la différence entre lin^colX 2 ot fîrô’co' J) 3 , 
ce qui eft fans doure le cas le plus favorable, puisqu’il lors une petite 
erreur commife dans la mefure des angles influe moins fur la valeur du 
numérateur, d’où dépend la jufteffe de la concluflon. 


R E M A R t^U E. 

2 5. Après avoir obfervé les deux hauteurs du pôle enL& Mavcc 
l’angle ALM “ fi la Terre étoit fphérique, l’angle A Mwï— ô fer oit 

tel au’ il fût fin 8 ~ — : donc l’eilipricité de la Terre ne 

M col p 

pourra être conclue qu’enrant que cet angle fe trouvera, ou plus grand, 

ou plus petit. Or à caufe de l’ellipticité nous avons 

_ - fin ? cof\ , , I H” S cof 2 (h 

fin 8 — -p- — y j— y f 

ou bien à caufe de K très petit : 

fin 8 ~ C I "h — $ cof A. 2 ) 

col P 

Ici il eft évident que la différence entre les latitudes K de doit être 
fenfible ; car fi elle étoit trop petite, la moindre erreur commife dans 
leurObfervation en produiroit une très confidérable dans la concluflon. 
Il faut donc que la route LM ne foit pas perpendiculaire aux méridien- 
nes, puisqu’alors en avançant fur cette route, on ne changcroit pas 
fenfiblement de latitude. On doit principalement ici avoir égard a la 
longueur de la route LM, quoiqu’il ne foir pas néceffaire de la mefu- 
rer; car il eft; avantageux qu’on puiffe parvenir à une concluflon affés 
feure, fans qu’on foir obligé de pourfuivre cette route trop loin. 
Soit donc s la longueur de la route LM, ou foit plutôt s l’angie, au- 
quel 


quel répond fur une fùrface fphèrique égale à celle de 1a Terre un arc 
égal ù ce chemin, &. puisque cet angle eft affés petit, ori aura à peu 
près <p ~ X — j— s cof g ; d’où l’on voit que cof g ne doit pas être 
trop petit, & partant l’angle ne point trop approcher d’un droit. 
Mab. il faut également que cet angle ne iôit pas trop petit, puisqu’a- 
lors la différence entre les angles & 6 deviendroit trop petite, ce 
qui rendrait la conclufion également incertaine. Car ayant cof <p “ 
cof X — — s cof £ fin K } à caufe de j fort petit , on aurait : 

fin 6=: — -Xr (r — a ^rcoff fin X cofM 

i r coi ç tang\ b J 

d’où l’on voit, que pour que la différence 2 $ s cof g fin X cof X de- 
vienne fenfible, la contrée LM ne doit pas être trop proche, ni du Tôle, 
ni de l’Equateur. 

EXEMPLE I. 

26. Suppofons que le lieu L fe trouve à la latitude de 48° de 
forte que X — 48 °, & que la roure LM faffe avec la méridienne un 
angle g — 30° ; Qu’on ait continué cette roure jusqu’à ce qu’on Ibit 
parvenu en M à la latitude de 48°, 52^ ce qui arriv era après avoir 
pouffé la route par un efpace de 1 5 miles d’Allemagne à peu près. 
Ayant donc <P ^ 48°, 5~ i i fi 1 ® terre étoit fphèrique, on trouverait 
l’angle ” 30 °, 34^ 1 5^. Mais à caufe de rdlipticicé 

de la terre, fi nous fuppofons^” T .f ? , l’angle 6 fe trouvera plus pe- 
tit de 8^ j & nous aurons 6 “ 30 °, 34/, 7/ 

Mais fi du meme lieu L où X — 48 °, on étoit parti fous l’angle 

ALM”£”6o°, jusqu’à ce qu’on fut arrivé à la latitude <ft 

48 °, 30', ce qui arriverait aufli après avoir fait un chemin de 1 5 mi- 
les d’Allemagne environ ; dans Phyporhefe de la Terre fphèrique on 
trouverait l’angle A M m ” 6 ” 5 o°, 59^ 23^. Mais dans î’hy- 
pothefe de $ “ cet angle ferait 6 z= 6o°, y9', 9'/, & partant 
de 14^ moindre. Ce cas fera donc préférable au précédent pour en 
connoitre l’ ellipticité de la Terre. 
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2R2 & 

Suppofons que partant du même lieu L où \ “ 48°, la route 
L M foit telle que l’angle ALM~£=8o°) & qu’après avoir fait 
un chemin de 1 y miles environ, on parvienne en M à la latitude (p zz 
48 1 oA Alors dans l’hypothefe de la terre fphèrique on trouveroir 

l’angle AM m zz 9 ZZ 8* 6^ S9 il • or dans l’hyporhefc de l’el- 

lipticité â ZZ -j , cet angle feroit $ ZZ 8 1 °> 6*, 42^ 6c partant 
de i7 /; moindre, 

exemple 2 . 

* 

27. Pofons que la contrée foit fi grande, qu’on puifïè continuer 
la route L M à la diftance de 30 miles environ, 6c que la latitude 
du lieu L foie la meme qu 'auparavant favoir, \ zz 48 Suppofons 
d’abord que l’angle de la route foit ALM“ ^z: 30°, & la latitudeen 
M fera 49 44'. Donc, fi la terre étoit fphèrique, l’angle AM m 

feroit 31 io', 20^; mais dans l’hyporhefe de l’ellipticité Jzz 

cer angle fera Ô zz 31 io', 4^, 6c parranr de 1 6 /{ plus petit. 

Mais en parrant du même lieu L où \ zz 48 fous l’angle 
ALM zz^^Z 6o°, par un efpacc de 30 miles environ, jusqu’à ce 
qu’on parvienne à la latitude (p ZZZ 49 °, l’hypo ch efe fphèrique de la 
terre donneroic l’angle AMrazfi^ 52°, 2', 27^; mais l’hypo- 
thefe de l’ellipriciré ô zz T -§ , produiroit Ô zz 62°, 58^ la dif- 

férence étant 25 ^ 

Or fuppofons que la route tracée LMfaflè avec la méridienne en 
Ll’angleçfzz8o°, 6c qu’àprôs l’avoir continuée par 30 miles environ, 
on foit pan'enu en M à la latitude <p zz 48°, 2 \ f . Alors dans l’hy- 
’pothefe fphèrique l’angle AM m feroit 0 zz 82 0 , 32', 53^ ; or dans 
l’hyporhcfc de l’ellipticité â~ ?{? cet angle fera Ù ~ 82° > 32', 1 1 /; 
de 42^ moindre. 

Puisque dans ce cas la différence en latitude efl encore afles fen- 
fible, on pourra l’angle £ plus approcher de $o°: foit donc l’angle 
ALMz^z^^Z85 0 ) & qu’après un chemin de -30 miles environ on 

parvienne 


parvienne en M, ou la latitude foir 48°, io f . Alors dans l’hy- 
pochcfc fphérique l’angle AM m feroit Ô ZZ 88°, 3^ 43 // , or dans 
i’hyporhefc de l'ellipticité (T~ .Tr? cet angle fera Ê ~ 88°, 2^ 27^, 

St partant de 76^ moindre. 

- COROLLAIRE, 

2 R. On voit par là , qu’à moins que la contrée LM ne foit fort 
proche de 1 equateur, il eft toujours avanrageux de prendre l’angle 
HLM à peu près droit. On le pourra même faire tout à fàir droit, 
mais alors le calcul deviendra un peu different de celui, que j’ai em- 
ployé jusqu’ici, puisqu’en pourfuivant la route LM, on approchera 
de plus en plus de l’équareur. Mais il faut bien remarquer, qu’on fait 
ici abfïraéîion de rourc erreur, qui fe pourroit trouver dans les hau- 
teurs du Pôle. Il vaudra donc la peine de déveloper ce cas particu- 
lièrement. 

PROBLEME IV. 

25. Si en partant dit lieu L on trace la route LMw f orie -j fu*el- }• 
le foit perpendiculaire à la méridienne ALE, £tP qu'on continué cette 
route en M , où P on obferve la hauteur du pôle : trouver T angle A ML, 
que cette route fera avec In méridienne tirée par M, tant dans Phypothe- 
fe de la terre fphérique , que dans Phypothfe de P ellipticité exprimée 
par la fraSHon J 

SOLUTION. 

Soir K la hauteur du Pôle obfervée en L, St traçant la route LM 
perpendiculairement à la méridienne tirée. en L, on y trouvera la hau- 
teur du Pôle de plus en plus petite. Car fi dans l’hyporhefc de la ter 
re fphérique on conrinuoit l’arc LM, qu’il répondir à l’angle j, & 
qu’on nommât la hauteur du pôle en M ~ (fi, on auroit par la trigo- 
nométrie fphérique fin <p fin K cofj, St partant <£) < K. 

Soit donc en général $ la 1 '.auteur du pôle obfervée en M, St puisque 

O < \ } pofons <p ~ K iu, de forte que w foit un angle fort pe. 

rit par rapport à K, parce que nous fuppofons le lieu L affés éloigné ' 
de l'équateur, 6c la ligne LM fort petite. 

Nn 2 


Cela 


28 4 & 

Cela pofé fi la terre èroir fphêrique , & que nous nomma fiions 
l'angle ALM iz fl, nous aurions à caufe de £ "90°: 

„ , cof X cof X 

m cof <p cof A cof co -f- fm X fin û# 

& à caufe de co fort petit, 

g V(2 co fin X cof X — f- fin X* — co 3 cofX 3 ) 


cof X 

ou 


co fin X 


-»=Gk - 

CO z ^2 — Cof 2 X) 


d’où nous tirons : 

^.0 V w fin 2 X 

~ cof X 2 cof X V co fin 2 X 

Donc, puisque Tringle fleft à peu près droit, fi nous pofons fl “50®— ft } 
à caufe- de cof fl ~ fin ft ~ pi £ ft 3 , nous aurons 


V co fin 2 X 

P = 


C0 J 


(■4 cof 2 X) 


cofx 


€ cof X Vcofin 2 X 


Mais confidérons à préfenr la terre comme un eîlipfoïJe, &. 


ayant : 


cofx 


fin 6 IZ — ^ ( 1 — ]r- S cof <p 1 — J cof X 2 } 


ou bien 

fin fl “ ( 1 * w rang X) ( 1 — T- 2 J co fin X cofx) 

Puisque Tangle fl eft auflï à peu près droit , pofwns pour ce cas fl — 
*)o° — fi & nous trouverons 

Vio fin 2 X _ co* (4 cof 2 X 2 J co fin X cofX 4 

r — 


cofX 


6 cofX y co fin 2 X 


Vw fin 3 X 


D’où 


# 28S & 

D’où l’on voit que la différence entre la figure Tphérique & elliptique 
de la terre, produit dans l’angle AML ~ 5 une différence qui monte 
à 3 cof K V w fin a K, dont l'angle AML eff plus grand dans l’hypo- 
tliefe de l’ellipfoïde applatî , que dans l’hypothefe fphérique. 

Mais, fi la route ML cft mefuréc fur la fur face lphérique par l’an- 
gleJ, ayant fin <P m fin K cofs ~ fin K cof co — cof*. fin w, on au- 
ra eu ~ i jj rang & partant la dite différence fera ~<frfin*.cof*^ 

coioll r.- 

30. Delà on voit que cette différence dévient la plus grande 
fous la latitude de 4 5 la longueur de la route s demeurant h même. 
Or , fi nous pofons j ~ 2 0 , A, ” 45 & Æ n cette différence 

ne fe trouve que £ s — 1 S V 1 * ce qui eft de beaucoup moins 
que dans le dernier cas du fécond Exemple (27), où pour une roure 
égale ayant pris l’angle g zz y j °, la différence s’eft trouvée 7 6 ^* 

C O R O L E. 2. 

3t. Il n’éff donc pas avantageux de faire fangle AL MF — ? 
droit, quoique la différence devienne très fenfible , fi Ton approche cet 
angle tant de 90°, qu’il n’en diffère plus fcnfiblement : puisque dans 
le cas “ 85°) la différence s’eff trouvée de y 6 ^ y tandis que faifanr 
l’angle £ droit, elle ne monte qu’à environ 1 $ ,J . 

c o R. 0 l t. 3. 

32. Il eff donc fort important de dérerminer l’angfe <f , fuivanr 
lequel, lorsqu’on produit la roure LM jusqu’à une certaine di fiance, Ta 
différence entre les valeurs de l’angle 6, qui répondenr tant à la figure 
fphérique qu’elliptique de la terre, devienne la plus grande. 


Nn 3 


PRO- 


w 


PROBLEME V. 

Fig; i. 33. Trouver la direêlion de la route LM , qu'il faut choijtr pour 

qiï après être parvenu en M, S f y avoir ohfervé la hauteur du pôle , l'an- 
gle de la route avec 1a méridienne en M différé le plus qu'il fait poffîble 
dans les hypothefes de la fphéricité if ellipticité de la Terre. 


SOLUTION. , 

Soir la hauteur du pôle en L ~K, l’angle de la <pùte LM, 
qu’on cherche, ALM — & & la liaurcur du pôle en M~<p. Or 
le principal, à quoi il faut ici réfléchir, eft la longcur du chemin LM, 
afin qu’en la prenant à peu près la. même, la différence entre la fphérici- 
té & l’ellipticité de la terre devienne la plus fc n fi b! e dans- l’angle AM»r 
Que l’angle s marque la longueur de la route LM, fî la terre étroit 
fphérique , & alors on aura par la trigonométrie fpherique : 

fin <p ZZ cof g cof K fin j— (— fin K cof s 

Soir donc cet angle 0 la haureur du Pôle en M, où il faur bien remar 
quer, que lorsque la terre n’eft pas fphérique, l’argle s ne fe rappor- 
te plus à la longueur de la route LM, où il n’en marquera qu’à peu 
près la grandeur. 


Confidérons maintenant la terre comme fphérique, & pofons 

l’anele AM m ~ 0, & nous avons vu qu’il y aura fin 6 “ — . 

b ^ 7 cof <p 

Mais donnant à la terre une ellipticité exprimée par cJ, cer angle 
AMm fera un peu plus périt 5 pofons donc cer angle AMw“0- w, 
nous aurons 

fin (fl -w) — (i-J(cof\* — cof$*)) 

or cette équation fe réduit ù 

cof co — cof ô fin co “ 1 — S (cof K 4 — cof (fi* ) 

d’où 


d’où l’on voit que Pangle w étant fort petit, le cas ne fauroir être 
plus favorable , que lorsque ô 90° , puisquV'ors, a caufe de 
eof wzr i-itvw, & w 2 — 2^ (cof \ 2 -cof© 2 ) la différence w eft 
déterminée par y J 1 , & partant beaucoup plus confidérable que fi elle 
étoit proportionnelle à S. 

cof © 

Pofons donc ô =1 90 0 , & il faur qu’il y ait; fin Ç — — » 

ou cof © “ fin £ cof X, donc fin ©“ V (1 —fin <f 2 cof X 2 )* Or 
cetre valeur étant fubflituée donne 

j— fin^ 2 cl>. 2 — cof^cf^fm^-j-zcf^fmXcfofmrcofr-j-finT^cfj 2 

où 


o — ( CO f£ cof\ cof fin\ (in;) 1 donc cof^ “ tang\ tangr 
& de là nous tirons: 


fin \ fin s 2 

fin © — r 

^ col s 


■-{— fin K cofr ~ 


fin \ 
cof s 


Ayant donc établi la longueur de la route à peu près félon la nature de 
la contrée , en forte que quinze miles d’Allemagne foient contées pour 
un degré: on aura d’abord l’angle ALM zz que la route doit fai- 
re avec la méridienne en /, par la formule cof g ~ tang K rang- s: & 
on parviendra fur cette route à un endroit M, où l’élévation du pôle fe- 

fin \ 

ra ©, de forte que fin (p — — ^ . 

Or étant parvenu à cette hauteur du Pôle fur la route marquée 
LM, il cft certain que fi la terre croit fphérique, on rrouveroit la rou- 
te perpendiculaire à la méridienne cnM; ou bien l'angle ô feroir droit. 
Mais, dans l’hypothefe de l’ellipticité de laTerre, l’angle A Mm fe trou- 
vera moindre que droit: fuppofons donc que cet rngle foit“go & -ûü, 
& nous aurons à caufe de 8 1Z 90° 

cof w— i-J (cof?v. 2 —cof© 2 ) ~ 1 — £ ûü w 


donc 


donc w ZzV 2 $ (cof X 2 - cof Ç> 2 ) 

r » 3 finX 2 

or cof^) 3 =:i— oc partant 


fin 

cofX 9 — cof $>*,— - fin A.* -f— --j.— z^ lin X 2 tang-r 2 

Par conféquent nons aurons w zr fin X rang rVii 

ou, puisque l’sre s «fl toujours fi petit, qu’on le peut confondre avec 3 s 
tangente, la différence des angles AM m qui répondent, ou à lafphéri- 
eité ou à l'ellipticité de la Terre, fera 

d Z t fin K V 2 J 

Et réciproquement ayant bien obfcrvé l’angle AM m~90° — w, on en 

W ^ 

déduira la figure elliptique de la terre: - ou a caufe 

2 s s fin X 2 


®fi? ; 

rang X 


on aura $ ~ 


w w 

2 cof cof X 2 


CO RO LU I . 

34. Cette méthode femble donc fort avanrageufe dans toutes les 
régions de la terre, qui ne fonr pas trop proches de l’équateur, puis 
que à caufe de fin X trop petit, la différence w devicndroit infcnfible. 
Mais plus le païs efl éloigné de l’équateur, cetre opération fc pratique- 
ra avec d’autant plus de fuccés. Cependant il efl évident, que trop 
près des Pôles cette méthode perd à d’autres égards fon utilité; puisque 
fous les Pôles mêmes il n’y a point de lignes méridiennes. 

COROLL 2. 

3 5. Plus on continue loin la route LM, & plus devient grande 
la différence w dans la même raifon. Mais il n’en efl pas de même de 
rellipriciré J, dont l’angle w fuitla raifon foudoublée: de forre que fi 1* 
valeur de S devenoit quatre fois plus grande, l’angle w ne feroîr aug- 
menté 


28 $ # 

mencé qu’au double. Or la grandeur de cet angle w fuppléra fuffiiam- 
ment à ce défaut, . 

c o R o i l. 3, 

3 6. Suppofons l’ellipticité S — & la longueur de la route 

LM enviroa de 1 5 miles d’Allemagne, Soit de plus la hauteur du 

pôle en L de 45 0 , & à caufe de fin \ i°, il y aura à 

peu prés to “ ~ y degré “ 4'; & cette différence efl: afies fenûble 
pour découvrir la véritable ellipticité de la terre. , 


EXEMPLE, 

. 37. Que le lieu Lfe trouve à la latitude de 5a 0 , 3 1*, 6e qu’on 
ait la commodité de tracer une ligne vers l’oüëft, ou environ, par- une 
étendue de 1 j.miles, environ, 6c il s’agir de trouver la direction la plus 
avanrageufe delà ligne LM à tracer. Pùisque 7 cZZj 2 °, 3 i / &r“l î> j 
on aura 

ftangX *.10, X1538XÆ ■ • î fin*. “ 9)8995636 

l rang s. “ g, 2.41921; . * / cof s ■— 9, 9999338 

l cqf £ ™ 8j-347 2026 7 fin(p “9)8996298 

donc i — 88 °, 4 ï / ) 45 // ' & <p = 5 = °? 3 lt A^ 

Maintenant, puisqu’il feroit impoflïble d obferver exa&emenr ces mefu- 
res, & qu’il fuffir de s’en tenir à peu près, fuppofons qu’on ait tracé' 
la ligne LM en forte, qu’elle faffe avec la méridienne tirée par L vers 
le nord un angle de88°j 4i / i 3 o// > & qu’on air poufTc cette ligne 
jusqu’en M, où l’on ait obfervé la hauteur du pôle de 40^ plus grande 
qu’en L : de forte que 

K“52°) 3 i'i 88 °î 4 i/ 3 °" .& 3 1 '; 4 °" 

Cela pofé, voyons fous quel angle cette ligne LM ferâ inclinée à la mé : 
ridienne tirée par M, tant lorsque ; la terre feroit fphériquc que fphéroï- 
Mm. dt îAi*d. Tom. IX, O O clique 
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diquc elliptique dans l’hypotbefe $ zz ? I $■ . Or d’abord fi la terre 
étoit fphérique , & qu’on pofat 1 angle A M nt \ ^ fl 3 ayant 

fin 8 : — - D , nous aurons ce calcul à faire ; 

cof<p 1 

/ fin l ZZ *>, 999 8868 
/ cof’A “ 9,7842824 

9,7841 

/ cof Zz: 9,784172$ 

donc / fin fl ” 9 > 9999966 
& partant fl ZZ 89°, 46^24^ 

Mais fi la terre étoit fphéroïdique félon la valeur Æ “ T -§ ? & que fl 
marquât encore ,1’angle A M vz y ayant 

fmfl “ " n cofi ~ ( r - J ( cof ^ 2 — cof<p 3 )) 

il faudra faire ce calcul : 


/cof A 2 —9, 5685648 cof A 2 'ZZ 6, 3703094 

/cof<p 3 ZZ9, J6834JZ cof 0 2 “ o, 37«>i 228 



■ cof A 2 

— cof (J) 2 “ OjOOOI 171 


S (cof A 2 

cof Æ> 2 )“ 0,000000g 

& partant fin ô zz: 


5 1 

n 

0 

0,9999992. 

cof(J> 

or / ■ zz 

cof P 

9,9999966 

l 0,9999992 zz 

9,9999996 


fin . fl “ 

9,9999962 


& partant fl zz: 

89°,4$',36M 



La différence eft donc 48", mais elîe’monteroit bien â 4^ 30^, fi for* 
a voit fuivi exactement les déterminations trouvées par Je calcul, 

remak- 


’ REMARQUE. I.. 

S 8 Mais dans cet exemple &. d’autres femblables, il faut bien re? 
marquer, que la différence des latitudes K & 0 eft fi pcrire , que la 
moindre erreur commife dans les obfer varions influeroit trop fenfible- 
ment fur la conclufion. Car, puisqu’après avoir obfervc les quatre 
angles K, 0 & ô, on a pour l'ellipticité de la terre 

C cof ^ -«(■?»') 

pour que la conclufion foir feure , il faut que le dénominateur ne pré- 
vienne pas trop périr. Or, pour faire voir combien une erreur com- 
mire dans la mefitre de ces angles influe fur la conclufion , confidérorw 
le dernier cas du 2 exemple §■ 27. où fuppofanc $ zz les quatre 
angles éroienr t 

h— 48°; (P—48 °j io'; 85 0 , & Ô — 88*, 2', 27*'. 

& ïuppofuns que dans la différence des latitudes K 6i p y & dans celle 
des ang'es 6c ù, on fe foît trompé de $ f/ 1 de forte que des opérations 
actuelles on ait tiré, 

7c = 4S°; ^ = 48°,'io / , s /f i Ç—B 5 0 '> & ô— i$°, 2', 22". 
êc voyons quelle léroit l'ellipticité qu’on en trouvera; 


/ fin ô 
/ cofç> : 

/ fin g* : 
/ cof K : 

.fin ô cof 0 


9> 999 74 5 7 
9,8240919 

,91833837g 

9,9983442 
9 , 8255109 

9> 82 48551 
9)999982 5 

0^9999 S 97 
0,0000403 


/ cof K 2 
l cof 0 Z 

cof K 2 
cof p 2 

Den. 


9,6510218 
= 9 ) 648183 8 
~ o ,4477358 
— °> 444^*95 
~ 0,0029163 


donc i ZZ 


4° 3 _ 


29x63 


t 

72 


fin çf cof A. 
nombre ZZ 
Numérateur ” 

On trouverok donc l’ellipticité beaucoup plus grande, qu’elle ne (croît 
en effet , & cette grande différence réfulte principalement de l’erreur 
de l’angle Q dans Je numérateur: carie dénominateur n’en fouffire pas 

O o 2 con- 


isa 


confidérablement. Car, fi l’on fe Trompe dans l’angle Q de la va- 
leur de $ en devient f3uïïe de ■ ^ — — oubien 

fin <f-cof A(cufA 2 -cofep 2 ) 1 

cette erreur fera à la quantité de S même, comme à fin Ô fin (p 
■» fin cof A — fin ô cof (£>. Donc, afin que l’erreur ne foit pas confidé- 
rable, il fautque fin Ç cof A — finôcoftp, départant aufll le dénominateur 
cofA 2 — coftp 2 ne devienne pas trop petit. 

REUAK Q^U E. 2. • 

39 - II vaudra donc mieux de faire l’angle ALM~^ plus' petit, 
quoique la différence dans l’angle 0 pour Fh) pothefe fphérique de el- 
liptique devienne plus petite ÿ car les avantages remarqués cy-dellus 
lorsqu’on prend l’angle g* presque droit, fuppofenr abfolumtnt , qu’on 
ne commette pas la moindre erreur dans Fobfervarion des latitudes, de 
dès qu’on y doit foupçonner quelque erreur, il faut abandonner cette 
route, de lui en préférer d’autres, où l’angle <f eft pris beaucoup plus 
petit. Ayant* donc trouvé en fuppofant 

A~ 48 0 > 9°i i=6o°> l’angle 0—52°, i /, j 8 tf 

fuppofons qu’on ait trouvé par les opérations a&uelles : 


0', 5" 


A— 48° ; <P=:49 ( 

de cherchons de là l’cllipricité £ : 


<?~6o a & 


// 


/fi n 0 — 9,9460614 

/ cof < 2 > — 9) 8169308 

5,7629922 
1 lin g — 9-93753 06 
/ cofA ZZ 9, 8255 109 
9,7630415 

l fin 0 cof© 

9,9SS9$o 7 

nombre rz 9, 99988*5 
Numérateur zz o } 000 J J 3 J 


/ cof A 2 ZZ 9,6jro2i8 
/ coftp 2 ZZ 9 ) 63386 i 6 


— °) 4477358 
~ °)43°3894 


cof A 2 
cof cp 2 

Dénom. :z: 0,0173464 
Donc $ ZÎ: 1135 1 — 1 


173464 


1 

Dans 


Dans ce cas donc l’erreur des obfervarîons influé beaucoup moins fut 
la conclufion. Cependant on trou vers de même, qu’il n’eft pas avan- 
tageux de prendre l’angle £ trop périt; car fi nous le prenions de 30°, 
& que nous fi/fions . p de trop grand, & 0 de trop petit, nous 
trouverions S ~ ■j-jÿ : d’où l’on peut conclure que le meilleur parti 
eft toujours de rracçr la ligne LM en forte, qu’elle faflè avec la méri- 
dienne un angle moindre que 6o°, de plus grand que go°. Il y a 
d’autres raifons qui confeillent de prendre cet angle £ de [54°, 44^, 
pour que fin cof £ devienne un maximum : mais, puisqu’on eft in- 
certain, fi les erreurs affeélent les angles \ & <p, de quel rapport ces 
doubles erreurs tiennent entr’clles, on ne fauroitr rien déterminer de 
précis là deflus; & il fuflir d’avoir fixé les limites de 30 0 & 60 0 encre 
lesquels l’angle £ doit être choifi. Or le plus avantageux eft de con- 
tinuer la ligne LM auflî loin qu’il eft poflïble ; car plus on la pourra 
allonger, & plus fera- 1 -on fur delà conclufion, qu’on en tirerâ. 
Cependant je dois avouer que cette méthode ne fauroit jamais erre exé- 
cutée dans la pratique : car non feulement on rencontreroir des 
difficultés infurmontables à tracer la ligne la plus courte; mais auflî 
la ligne méridienne ne fauroir jamais êrre tracée fi exactement, que 
le fuccès de cette méthode l'exige , une erreur de 20 /; y étant pres- 
que inévitable. 
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